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Àíäðååâ Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷
Êàëèíè÷åíêî Ìèõàèë À

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÔÈËÜÌÛ Î ÇÀÍÈÌÀÒÅËÜÍÛÕ

È ÍÅÐÅØÅÍÍÛÕ ÏÐÎÁËÅÌÀÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÔÈËÜÌ ÏÅÐÂÛÉ. ÇÀÄÀ×À ÒÎÌÑÎÍÀ

Êàäð 1. Çàãîëîâîê.

ÇÀÄÀ×À ÒÎÌÑÎÍÀ

Êàäð 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïîìåñòèì íà ñôåðó N îäèíàêî-
âûõ çàðÿäîâ. Ê êàêèì ðàñïîëîæå-
íèÿì áóäóò ñòðåìèòüñÿ çàðÿäû, ïû-
òàÿñü ìèíèìèçèðîâàòü ïîòåíöèàëü-
íóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû?

Îò ðåäàêöèè. Â ýòîì íîìåðå æóðíàëà ìû íà÷èíàåì ïóáëèêàöèþ öèêëà êîìïüþòåð-
íûõ ôèëüìîâ Í.Í. Àíäðååâà è Ì.À. Êàëèíè÷åíêî îá èíòåðåñíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà-
÷àõ, ïîñòàíîâêà êîòîðûõ ïîíÿòíà øêîëüíèêó, íî äî ñèõ ïîð ýòè çàäà÷è íå ðåøåíû ó÷åíû-
ìè äî êîíöà.

Ôèëüìû âûçâàëè áîëüøîé èíòåðåñ íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ïî ìàòåìàòè÷åñ-
êîìó îáðàçîâàíèþ (ICME-10), êîòîðûé ïðîõîäèë â Êîïåíãàãåíå.

Ñàìè ôèëüìû ïðåäîñòàâëåíû àâòîðàìè äëÿ ñâîáîäíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ â Ðîññèè
è áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ íà äèñêå ê æóðíàëó. Ðåäàêöèÿ óáåæäåíà, ÷òî èõ ïðîñìîòð äîñòà-
âèò èñòèííîå óäîâîëüñòâèå êàê òåì, êòî èíòåðåñóåòñÿ ìàòåìàòèêîé (äàæå åñëè ýòî
òîëüêî çàíèìàòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà), òàê è òåì, êòî èùåò íîâûå ôîðìû èñïîëüçîâàíèÿ
êîìïüþòåðíûõ èíñòðóìåíòîâ â îáðàçîâàíèè.

Äëÿ óäîáñòâà ó÷èòåëåé, æåëàþùèõ èñïîëüçîâàòü ôèëüìû â ó÷åáíîì ïðîöåññå, ìû
ïîìåùàåì ïîäðîáíóþ ðàñêàäðîâêó ôèëüìà ñ óñëîâíûìè èëëþñòðàöèÿìè. Òåì æå, êòî
ïëàíèðóåò ñàìîñòîÿòåëüíî ñíèìàòü ó÷åáíûå ôèëüìû (à â ýòîì íîìåðå íà÷èíàåòñÿ òàê-
æå öèêë ñòàòåé Ò.Å. Àíäðååâîé ïî ìåòîäèêå ïîäãîòîâêè ó÷åáíûõ âèäåîôèëüìîâ), òàêàÿ
ðàñêàäðîâêà ñòàíåò õîðîøèì ó÷åáíûì ïîñîáèåì.
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Êàäð 3. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Joseph John Thomson.
Ðîäèëñÿ 18 äåêàáðÿ 1856 ãîäà.
Â 1884 ãîäó èçáðàí òðåòüèì Cavendish Professor.
Ðóêîâîäèòåëü Cavendish Laboratory, Cambridge.
Â 1897 ãîäó ýêñïåðèìåíòàëüíî îòêðûë ñóùåñòâî-

âàíèå ýëåêòðîíîâ.
Â 1906 ãîäó Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå.
Óìåð 30 àâãóñòà 1940 ãîäà.
Ñåìåðî åãî àññèñòåíòîâ ñòàëè ëàóðåàòàìè Íîáå-

ëåâñêîé ïðåìèè.

Êàäð 4. Èñòîðèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Íà ðóáåæå XIX è XX âåêîâ àíãëèéñ-
êèé ôèçèê Äæ. Òîìñîí ïðîâîäèë ýêñïå-
ðèìåíòû ïî íàõîæäåíèþ íàèëó÷øèõ ðàñ-
ïîëîæåíèé äëÿ íåáîëüøèõ êîëè÷åñòâ çà-
ðÿäîâ.

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ êîìïüþòåðîâ ïðîâî-
äèëîñü ìíîæåñòâî ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ.

Îäíàêî, òîëüêî â êîíöå XX âåêà íå-
êîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè áûëè ðåøåíû
ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî.

Êàäð 5�6.

Çàôèêñèðóåì íåñêîëüêî çàðÿäîâ è ðàñ-
ñìîòðèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ïîäâèæ-
íûé çàðÿä.

Êàäð 7.
Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ çàðÿäîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè r äðóã îò

äðóãà, îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì Íüþòîíà: 
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Êàäð 8.

Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà.
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Êàäð 9.

Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ðàâíà ñóììå
âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà äàííûé çà-
ðÿä.

Êàäð 10.

Ðàçëîæèì âåêòîð ñèëû íà äâå ñîñòàâ-
ëÿþùèå: ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê ñôåðå è
êàñàòåëüíóþ.

Êàäð 11.

Ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïûòàåòñÿ âûòîëêíóòü çàðÿä ñî ñôåðû
è íà äâèæåíèå âëèÿíèÿ íå îêàçûâàåò.

Êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå è ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ çàðÿäà â ñëåäóþùèé ìîìåíò.

Êàäð 12.
Äâèæåíèå îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà

ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä, ïåðïåíäè-
êóëÿðíà ñôåðå.

Êàäð 13.

Â ñëó÷àå ñèñòåìû ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ, äâèæåíèå îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà
äëÿ êàæäîãî çàðÿäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà íåãî, ïåðïåíäèêóëÿðíà ñôåðå.

Êàäð 14.

Ðàñïîëîæèì íà ñôåðå N îäèíàêîâûõ çàðÿäîâ è ïîñìîòðèì, ê êàêèì
êîíôèãóðàöèÿì îíè áóäóò ñòðåìèòüñÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà ýêñòðåìàëüíîñòü ïîëó÷åííûõ êîíôèãóðàöèé
óäàëîñü äîêàçàòü ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî.

Êàäð 15.      N = 2

Ýêñòðåìàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè.
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Êàäð 16.

N = 3
Ýêñòðåìàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: âåðøè-

íû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, âïèñàííûå
â áîëüøóþ îêðóæíîñòü ñôåðû.

Êàäð 17.

N = 4
Ýêñòðåìàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: âåðøè-

íû ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.

Êàäð 18.
Ïðè N = 2, N = 3 è N = 4 òî÷íàÿ îöåí-

êà ýíåðãèè ñíèçó ïîëó÷àåòñÿ èñïîëüçî-
âàíèåì íåðàâåíñòâ î ñðåäíåì àðèôìå-
òè÷åñêîì, ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è
ñðåäíåì ãàðìîíè÷åñêîì.

Êàäð 19.
N = 6
Ýêñòðåìàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: âåðøè-

íû ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà.

Êàäð 20.
N = 12
Ýêñòðåìàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ: âåðøè-

íû ïðàâèëüíîãî èêîñàýäðà.

Êàäð 21.

Çàäà÷à Òîìñîíà â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ðåøåíà òîëüêî ïðè N = 2, 3,
4, 6 è 12.

Êàäð 22.

À êàê ïðîÿâëÿþò ñåáÿ â ýòîé çàäà÷å
äâà äðóãèõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííè-
êà � êóá è äîäåêàýäð?

Êàäð 23.

Åñëè ïîâåðíóòü ÷åòûðå âåðøèíû êóáà,
òî ýíåðãèÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ óìåíüøèòñÿ.
Çíà÷èò, âåðøèíû êóáà íå ÿâëÿþòñÿ ýêñò-
ðåìàëüíîé êîíôèãóðàöèåé. Ðåøåíèå çà-
äà÷è â äàííîì ñëó÷àå íåèçâåñòíî.
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Êàäð 24.

N = 20
Êàê è â ñëó÷àå êóáà, ìîæíî ïðåäúÿâèòü êîíôèãóðàöèþ, îáëàäàþùóþ

ìåíüøåé ýíåðãèåé, ÷åì çàðÿäû, ðàñïîëîæåííûå â âåðøèíàõ äîäåêàýäðà.
Îäíàêî ýêñòðåìàëüíîñòü êàêîé-ëèáî êîíôèãóðàöèè íå äîêàçàíà.

Êàäð 25.

N = 5
×èñëåííûå ðàñ÷åòû óêàçûâàþò íà

äàííóþ êîíôèãóðàöèþ. Îäíàêî â ýòîì
ñëó÷àå çàäà÷à íå ðåøåíà.

Êàäð 26.

Çàäà÷à Òîìñîíà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè
êîíôèãóðàöèè çàðÿäîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé
ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ñèñòåìû.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ðàâíîâåñíûå êîí-
ôèãóðàöèè N çàðÿäîâ. Ïðèäÿ ê òàêîìó ïî-
ëîæåíèþ, ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Îäíà-
êî ýíåðãèÿ òàêèõ êîíôèãóðàöèé ìîæåò áûòü
íå ìèíèìàëüíà.

Êàäð 27.

Åñëè èçíà÷àëüíî âñå ïÿòü çàðÿäîâ íàõîäèëèñü íà ýêâàòîðå, òî ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà êàæäûé çàðÿä, âñåãäà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïëîñêîñòè ýêâà-
òîðà.

Çíà÷èò, çàðÿäû áóäóò äâèãàòüñÿ òîëüêî ïî ýêâàòîðó.

Êàäð 28.

Çàðÿäû ðàñïîëîæèëèñü â âåðøèíàõ
ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà.

Ýòî ðàâíîâåñíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, îä-
íàêî, îíà íå ñîîòâåòñòâóåò ãëîáàëüíîìó
ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñ-
òåìû. Ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå êîíôèãóðà-
öèÿ ïÿòè çàðÿäîâ îáëàäàåò ìåíüøåé ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèåé.

Êàäð 29.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ïÿòè çàðÿäîâ.
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Êàäð 30.

Çàðÿäû ðàñïîëîæèëèñü â âåðøèíàõ
ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû.

Ýòî ðàñïîëîæåíèå ïÿòè çàðÿäîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì. Êàê è â ïðåäûäó-
ùåì ñëó÷àå, ìîæíî ïðåäúÿâèòü êîíôè-
ãóðàöèþ ñ ìåíüøåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèåé.

Êàäð 31.

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà çàðÿäîâ êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé
ñòðåìèòåëüíî ðàñòåò.

Ýòî îñëîæíÿåò èññëåäîâàíèå çàäà÷è ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ.

Êàäð 32.

Âàæíûå ïðèëîæåíèÿ èìååò çàäà÷à
Òîìñîíà â ïðîñòðàíñòâàõ äðóãèõ ðàç-
ìåðíîñòåé.

Êàäð 33.

Ñëó÷àé ïëîñêîñòè: ñèñòåìà N îäèíàêîâûõ çàðÿäîâ íàõîäèòñÿ íà îê-
ðóæíîñòè.

Ê êàêîé êîíôèãóðàöèè îíè ñòðåìÿòñÿ, ïûòàÿñü ìèíèìèçèðîâàòü ïî-
òåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû?

Êàäð 34.

Ýêñòðåìàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî N-óãîëüíèêà.

Êàäð 35.

Â ðàçìåðíîñòÿõ áîëüøå òðåõ çàäà÷à Òîìñîíà ðåøåíà ìàòåìàòè÷åñêè
ñòðîãî ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ.

Íàïðèìåð, äîêàçàíî, ÷òî â 24-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìèíèìóì ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû èç 196560 çàðÿäîâ íà ñôåðå äîñòèãàåòñÿ, åñëè
çàðÿäû ðàñïîëîæåíû â ìèíèìàëüíûõ âåêòîðàõ çíàìåíèòîé ðåøåòêè Ëè÷à.

Êàäð 36.

Èçâåñòíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Òîìñîíà ïîëó÷åíû ìåòîäàìè òåî-
ðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé.

Ýòà îáëàñòü ìàòåìàòèêè, ðàçâèòàÿ Ï.Ë. ×åáûøåâûì è åãî ó÷åíèêàìè,
ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ðàçíîãî êðóãà çàäà÷.
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Êàäð 37.

Îòìåòèì, ÷òî ìû íå ó÷èòûâàëè äèíàìè÷åñêèå ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå
ïðè äâèæåíèè çàðÿäîâ. Òàêàÿ ìîäåëü âîçìîæíà, åñëè ìåæäó çàðÿäàìè è
ñôåðîé åñòü ñèëà òðåíèÿ.

Àêêóðàòíî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, çàäà÷à Òîìñîíà ìîæåò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíà òàê: â êàêèå òî÷êè íà ñôåðå íóæíî ïîìåñòèòü N îäèíàêîâûõ
çàðÿäîâ, ÷òîáû êîíôèãóðàöèÿ ñîîòâåòñòâîâàëà ìèíèìàëüíîé ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè ñèñòåìû.

Êàäð 38. Ëèòåðàòóðà

Ôèëüì îñíîâàí íà ðàáîòàõ:
L.L.Whyte. Unique arrangements of points on a sphere // The Amer. Math.

Monthly. 1952. V.59, N 9. P. 606-611.
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